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次の定理を証明する：
定理１ノ(z)を整関数e"tj,,e血祁ctjo"’９(z)を有理型関数ｍｅｍｍｏｍﾉ,jcん抑ctjo7Zとする。ｚｏを
9(z)の、位の零点zemぼたは極poIeﾉとし,ｚｏの十分近くの正則点ne9uIarpomtをzとする｡即
ち，６をル)に依存する十分小さい正数(０＜６＝6(/(z))＜1）として．｜z-zO|＜ｊとする。ま
た，Ｆ(Z):＝ノ(z)log9(z)と定義する。このとき，
’i剛'尚州':=鵬'i;iF"(息)'＃
が成り立つ。但し，ノ(z)≠０とする（この仮定は本質的ではない。/(z)＝０の場合はノ(z)の代わ
りにノ(z)＋１としてもＦ(z)の特異点は変化しないからである。）。即ち．Cauchy-Hadamardの
定理に出て来るlimsupをlimで世き換えることが可能である。
定理１の旺明ｚに２番目に近いlog9(z)の特異点singularpointをz,とする:lz-zo|＜６＜|z-z1l．
また．しは十分大きいとする：１＜〃．
F(z)を
Ｆ(z)＝ノ(z)log9(z)＝ノ(z)log{9(z)(ｚ－ｚｏ)ｍ}一ｍﾉ(z)log(ｚ－ｚｏ）
と分解すれば
’１;iF"(霊)'≧'器{ﾉ(亀)log(z一息‘)}("'一'尚Iﾙ)log{,(塁ﾙｰ息｡)"‘}'("'…(１）
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である。(1)の右辺の第２項は，特異点zOが消失しているので
’i剛'尚I'(z)log{,(圏)(z-z･)蝿}'(‘''1'職='ｚ-墓,'－１，
即ち，十分小さい任意の正数E2＞０に対して，ある吃ＥＮが存在して
’尚Ｉｊ(診)Ｉ蝿{，(亀)(葱一恵･州≦尚”"……(2)
である。
(1)の右辺第１項に関しては，
静'(婆)１･豊(=･w-器喜(K)州)'･創慰-鋤)'”
‐静州｡創冨-鞠)+書(X)州墜)(-鵠ﾘ!’
〃（－１)ん-’
＝"(z-鋤)-咳I(墓-墓･)"半1°g(葛一翼･)+吾面可州星ﾙｰ麺)'一勺
”－１(－１)‘'一J－１
＝"'(z-輪)-'1書下言而川璽-墓･)‘+半log(墜一麺)(喜一鍵･)に-塁‘,)"-1’
＝綱(=．r伴(雪'+言蒜州雲-麺)’
＋等log(墓-麺》(z-塁･)に-罰)順一‘’
‐¥(=．r腰I(－１州)+鴨川=,)+言(妾緒川霞-調)‘
＋向f;こ券』(塁-麺)蝉-‘令学１．９(雲-富‘)喉-麺)(蟹-鋤)鯵-‘'…(3)
と変形する。
/(z)が整関数であることに，Cauchy-Hadamardの定理を使うと，
liww'淵v‘=､隅｡'半惟｡
となるが，これと，Ｊ＝2,3,…,''-2,〃≧４に対して("一J)I≧〃であることを使うと，ノ(z)に
依存する正数Ｋ＝Ｋ(/(z))＞ｏが存在して，
’(差結)1川くK,(！-2,3,…,,-2）
’単竿州くＫ
〃
’("－，)("－２)!/(‘'－１)(z)’＜Ｋ
である。また，liIn垂→o+0節log鯵＝０を使うと，
ｌｉｍｌ(z-zO)log(z-zo)|＝蝿lz-zollloglz-zo|＋farg(ｚ－墓0)|＝０岳一ｹ居⑪
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であることより。十分大きい〃＞1,十分小さいlz-zOl＜１に対して，
’半(塁-麺)log(曇-璽.)や-璽｡)蝋-1'<K'曇-塁.’
である。これらのことを使うと(3)の｛・Ｉの中の第２．３，４，５項はIz-zO|＜１に対して
’(諾;'州(霞-")唇(矢'縞‘ﾊﾙｰ麹'’
＋商機i)(層-零．)'一'÷半log(曇-麺》(喜一皇･ﾙｰ息｡)'-1’
し－１
〈ＫＥに一息｡'‘+K'饗-葛．'<2k!と,芸,…(4)
！＝１
となる。ここで．０＜lz-zO|＜３ならば
’脈1砦,冒竺｡,<半…(5)
となるように．６をＫに依存して選べば，即ち０＜６＝J(/(z))＜１とすれば．(3),(4),(5)より
’器{ﾉ(z)ｌｏｇ(唇-量,)'(咳)’
〉¥'塁-霜｡rw(雪''一''筈幽州喜一範)業言《器当Ⅲ州=･'‘
＋古f二帯に-麺y-1+半(亀-鋤)ｌｏｇ(霞-蚕‘》に-諭州
〉¥'重-Z｡'-W(z)'一単’
＝当竺'z-塁･'一“'｡『'塁一夏,'<‘…（６）
を得る。
(1),(2),(6)より，十分大きい〃＞１，十分小さい０＜Ｅ２＜１．Ｉｇ－ｚｏ|＜６なるＶｚに対して．
|z-zI|＞|急一zolであるので
’;州'〉当禦'塵-麺r‘'一'鵠'。
＝当呉'賢一鋤'一鯉11-満1,塁_蒜_麺,r'，
’;州!'"〉I半''"'霞-鋤'一'i１-約1,鼠_蒜_菖｡,門!'"…(7)
一方，CauChy-Hadamar(iの定理から，任意の十分小さいＥ＞０，十分大きい任意のJ'に対して
’尚F"(星)'１'"≦'勇一麺'-1+‘
＝'i照，'尚州'1ﾙ+‘…(8)
(7),(8)で〃→。。として，Ｅ,Ｅ２は任意であることを使うことにより，
ＩｉＪｗ';iF(鯵)(彦)'1ﾙｰ，鴎'尚州'1〃
となり．定理は完全に証明された。
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